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RESUMEN

En este articulo se aborda la planificacion de
maniobras en sistemas formados por un vehiculo
tractor y un vehiculo remolque. Se ha utilizado €l
concepto de maniobra restringida para la
formalizacion del método de planificacion. Seilustra
con especial énfasis el disefio de una maniobra que
permite la reorientacion del vehiculo remolque.

1. INTRODUCCION

El problema de planificacién de trayectorias en
lugares con fuertes restricciones espaciales, tales
como pasillos estrechos, obstaculos muy cercanos y
envolventes, etc., impone severas limitaciones a la
generacion de trayectorias continuas en el signo de la
velocidad. En estos casos, donde la geometria del
entorno dificulta, o a veces impide, la obtencién de
trayectorias en las que €l vehiculo no se detenga, es
posible obtener soluciones basadas en el concepto de
maniobra.

El concepto de maniobra cobra especia interés en los
sistemas con restricciones no holénomas, en los
cuales, las posibles direcciones de movimiento del
sistema estan restringidas. En concreto, 1os sistemas
donde més frecuentemente se han utilizado maniobras
son los vehiculos rodados; tanto es asi, que el disefio
de maniobras para estos vehiculos ha orientado la
caracterizacion general de las mismas.

Desde e punto de vista estrictamente semantico,
maniobrar consiste en “realizar operaciones con un
vehiculo para cambiar su rumbo”. No obstante, el
concepto de maniobra necesita una definicién mas
precisa si se desea usar de forma sistematica como
técnica de planificacion.

En Latombe [4], se define el concepto de maniobraen
un robot movil rodado. Para ello, se introduce €l
concepto de inversor. Un inversor es un punto de la
trayectoria donde la velocidad del robot cambia de
signo. De esta forma, para Latombe, una maniobra
consiste en una concatenacion de trayectorias

separadas por inversores.

Con €l fin de realizar una prueba constructiva de la
controlabilidad de un vehiculo, con la cinemética de
un automovil, que ademas presenta restricciones en el
valor de la curvatura, Latombe disefia dos tipos de
maniobras: una de ellas se utiliza para generar un
desplazamiento lateral (ver fig. 1a), la otra se utiliza
paraproducir un giro del vehiculo sobre un punto (ver
fig. 1b).

L
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Fig.- 1: Maniobras definidas por Latombe

Como caracteristica principal de estos dos tipos de
maniobras puede sefidlarse el cambio de valor de una
de las variables de configuracion, manteniendo, a
fina de la maniobra, inalterado el valor de las
restantes. Esta caracteristica es comin a otras técnicas
de planificacion utilizadas en sistemas no holénomos
de distinta naturaleza, como es el caso de los
mani puladores flotantes [ 7][1].

Dicha caracteristica va a ser aprovechada para definir
un tipo de maniobra de aplicacion especifica en
sistemas no holénomos: la maniobra restringida. En
concreto, en este articulo se describe un método para
lageneracion de maniobras en sistemas no holénomos
y se aplica a en un sistema formado por un vehiculo
tractor con un remol que.

La organizacion del articulo es como sigue: a
continuacién se introducen conceptos para formalizar
la descripcion, disefio y generacion de maniobras
restringidas. En la Seccidn 3, se aplican estas técnicas
al caso de un vehiculo tractor con remolque,
centrdndose en el caso de una maniobra de



reorientacion del remolque. El articulo termina con
las conclusiones y referencias.

2. DESCRIPCION, DISENO Y GENERACION
DE MANIOBRAS RESTRINGIDAS

Una maniobra restringida es una trayectoria al final
de la cua sdlo cambian los vaores de ciertas
variables de configuracion; en el resto de variables,
los valores finales son iguales a los valores iniciales.
Este concepto puede considerarse aplicable de forma
genérica atodos | os sistemas no holénomos.

De forma similar a como hace Latombe, podra
construirse un algoritmo, mediante el cual, generar
una sucesién de maniobras restringidas, que permitan
alcanzar cualquier configuracion final desde una
configuracién inicial arbitraria. Como consecuencia
de ello, sera posible demostrar la controlabilidad del
sistema.

Desde un punto de vista formal, la definicion de
maniobra restringida evita la necesidad de separar
todas las trayectorias de la maniobra mediante
inversores, permitiendo obtener mayor variedad de
soluciones.

2.1 Descripcion de maniobras restringidas

La generacion de maniobras, en sistemas no
holénomaos, esta vinculada a los vectores campo que
satisfacen |as restricciones cineméticas.

Sea C €l espacio de configuracion de un sistema no
holénomo de dimensién n; sea g un punto
perteneciente a este espacio. Dado un vector campo
Y , que satisface las restricciones no holénomas, y
unatrayectoriaparamétrica, i (t) , quecomienzaen
g y sigue a vector Y , dicha trayectoria puede
expresarse de laforma:

iy() = gxe'’ (1)

Dada una familia de m vectores campo Y,
pertenecientes a espacio tangente, que ademas
cumplen las restricciones cinematicas, se puede
definir una aplicacion de CxR™ en C de laforma:

[9]1® Fy (g,t)°q xel L xg? 2y, gmm
= qf = iYm(tm)
ivm© = iym_1ltm_1)

Ya
ivi10 =g

(2)

Esdecir, atodo punto del espacio de configuracion, se
le asociala configuracion final que se acanzariasi se
siguieran secuencialmentelastrayectorias asociadas a
cada uno de los vectores Y ; , desde t=0 hasta t=t;.

De acuerdo con este formalismo, dada una
configuracion q(qq,%,q,) Yy una familia de m
vectores campo Y, una maniobra restringida para
lavariable qq se define como la pargja (t;,F ) que
cumple: '

tlYl thm
F )e Y,
v(at)°gxe” Vie 3)
= (q11 1/41 qd + qu1 1/41 q3)

Por tanto, una maniobra restringida consiste en una
trayectoria que genera cierto incremento en un
determinado nimero de variables.

El disefio de maniobras restringidas se basara en la
obtencién de una familia de m vectores campoy m
parametros que permitan encontrar una relacion
como la ecuacion (3).

3. SISTEMA TRACTOR-REMOL QUE

Un sistema tractor-remol que estd compuesto por un
vehiculo tractor delantero cuya cinematica se
corresponde con la de un automdvil y un vehiculo
remolcado (ver fig. 2).

Fig.- 2: Sistema tractor-remolque.

De acuerdo con esta figura, € remolque se mueve
sobre un gje con dos ruedas, |0 que implica que
tambi én estara sujeto a restricciones cineméticas no
holénomas. EI movimiento del remolque se debe a
la traccion o empuje que el vehiculo delantero
ejerce sobre é. Estarelacion se establece atravésde
una ligadura pasiva de longitud L, que une los
puntos | y r, centros de | os respectivos g es traseros
de ambos vehiculos. La ligadura estd unida
rigidamente con el gje del remolque, por lo que sera
en todo momento tangente a la trayectoria que
describa el punto r. La unidn de la ligadura con el
punto | es articulada, siendo j €l dangulo que forma
la ligadura con el eje longitudina del vehiculo
tractor.



Se considera de forma genérica que los dos vehicul os
estan modelados geométricamente como rectangul os
que se mueven en W=R% Tradicionamente
([41,[71.[6]) se ha representado la configuracion de
este sistema por la cuaterna (x,y,q,b), donde
(xy)1 R son las coordenadas del punto I;
gl [0,2p] esel angulo entre el gje longitudinal del
recténgulo que define el vehiculo tractor y el gje x del
sistemadereferencia; b1 [0, 2p] esel angulo entreel
gjelongitudinal del rectangulo que define el remolque
y €l ge x del sistema de referencia. Por lo tanto, €l
espacio de configuracion es RPxSIXSL. En estos
estudios, se adopta el modelo cinemético:

X cosq 0

; i 0

Ne| %Y 1{ jﬂt)t} (@)
9| sin(g=b of V"

b L

donde v(t) y r (t) son los parametros de control del
sistema; v(t) representa la velocidad lineal del punto
I, r(t) representa la curvatura de la trayectoria
seguida por este mismo punto.

Relacionados con estos parametros se encuentran De
formasimilar sedefinen R(t) y f :

_ 1 _ 1
R(t)_m_tan_f ©)

donde | eslalongitud del vehiculo tractor y existe la

restriccion f T [f . +f 1.

Sean (X, y,)1 R® las coordenadas cartesianas del
punto r. Bajo la suposicion de que el contacto entre
cada una de las ruedas y el suelo posee suficiente
rozamiento como para considerar que no se produce
deslizamiento al rodar, se establecen las restricciones
no holénomas:

Xxsing—ycosq = 0

(6)

Xo8inb —y,cosh = 0

Estas relaciones pueden transformarse de forma que
sOlo afecten a las variables de configuracion,
adquiriendo laforma:

X

—sinq cosq 0 O [ |Y| _ ¢ 7
—sinb cosb 0 -L| |q

b

Los vectores columna del modelo cinemético del
vehiculo cumplen larestriccion cinemética (7) y son
linealmente independientes[2]. Por tanto, forman una
base deladistribucion D generadapor (7). En efecto,
dichos vectores son:

, T
L= {cosq sing 0 —m_—b)}
L 8)

Lo= [0010]T

Puede comprobarse que e vector L, se
corresponde con unasituacion en laque el vehiculo
tractor se encuentra marchando en linea recta (la
curvaturade latrayectoriaque describe el punto | es
constante e igual a cero), hacia adelante con
velocidad constante igual a 1. El vector L, se
corresponde con una rotacion del vehiculo tractor
sobre el punto |, enlaqueno hay traslaciony, por lo
tanto, el remolque se mantiene inmavil.

Con objeto de simplificar la definicion de
maniobras, se utilizard un modelo equivalente a (4).
Asi, enlugar delavariable de configuracion b seha
utilizado la variable j , donde la relacion entre
ambas es:

j =a-bp j = v(yr(n-HUSHE=D) (g

por lo que el nuevo modelo es:

X cosq O

; i 0

o 1{ j“)t} (10)
9| sn@)1 v(t)r (1)

J L

y laexpresion (7) que establece las restricciones no
hol6nomas se transforma en:

X

-sng  cosq 0 O||Y| = g (11)
cosgsinj singsinj —-L L||g

Los vectores columna de este modelo cinemético
forman una base de la distribucion D generada por
(11); dichos vectores son:

LT T
W, = [cosq sing 0 _S'—Lnj—} » W= [oo11] (12

Estos dos vectores representan situaciones
equivalentes a los vectores de (8). El vector W, se
corresponde con una situacion en laque €l vehiculo
tractor marcha en linea recta hacia adelante, con
velocidad constante igual a 1, la curvatura de la
trayectoria que describe el punto “1” es constante e
igual a cero. El vector W, se corresponde con una
rotacion del vehiculo tractor sobre el punto “1”, en
la que no hay traslacion, el remolque no se mueve,
por lo tanto, como puede deducirse de (9), la
velocidad de cambio de las magnitudesj y q es
idéntica.



Evidentemente, debida a la limitacion del dngulo de
conduccién del vehiculo delantero, el valor de la
curvatura que puede seguir €l vehiculo se encuentra
acotado superiormente. Sin embargo, €l vector W, no
cumple la restriccion de acotacion de curvatura [2]
pues supone la generacion de unatrayectoriade radio
de curvaturaigual acero.

Por tanto, no sera Util parael disefio de las maniobras.
No obstante, es posible definir dos vectores,
combinacion lineal de los anteriores, que si cumplen
con ambas restricciones:

LT
Wy + e Wo= Wa= [cosq, sing, ¢, cl—s—rj—}

(13)

a7
W, +CW, = W= [cosq, sing, c,, CZ_S_H

donde c1> |r ad Y Co< M may

Estos vectores se corresponden con las siguientes
situaciones. W, genera trayectorias en las que el
vehiculo tractor sigue un arco de circunferencia de
curvatura constante positiva, con velocidad igual a 1;
W, generatrayectorias en las que el vehiculo tractor
recorre un arco de circunferencia de curvatura
constante negativa, con velocidad igual a 1.

Puede comprobarse fécilmente que la familia de
vectores:

W= (W, WW,) ,

cumple la condicion de control abilidad, pues:

—C, sing, ¢, cosq, 0,

_ 7
[W,,Wgl = W= —Clcosl}
L

Wi Wil = W= |, sing, c,cosq, 0,

AT
—C, OS] } (14)
L

AT
W5 W= W= |bsing, (c, + ¢,)cosq, O, tLESL}

donde
b= (c,-cp).

Con lo que es f&cil demostrar que:

rango Wi, Wy, W, W, W, W = 4
b dim[CLA(D)] = 4
Por lo tanto, cualquier punto del espacio de

configuracion es acanzable mediante trayectorias
generadas por lafamiliade vectores W .

Asi pues, se podran definir cuatro tipos de maniobras
restringidas, una por cada variable de estado. Para

ello es posible basarse en | os disefios realizados en
el caso del automdvil [3],[2].

Las expresiones del modelo cinemético de este
sistema paralas variables x, y, g, coinciden con las
del modelo cinemético de un automdvil. Por lo
tanto, pueden escogerse como maniobras
restringidas correspondientes a estas tres variables,
las maniobras disefiadas para las variables
homénimas del automévil [2],[3]. El dnico
inconveniente de esta eleccion se encuentra en €l
incremento que sufre la variable j alo largo de
ellas, ya que, estan disefladas sin tener en cuenta
esta variable. En consecuencia, la trayectoria
definida en el espacio B.S. no ser4 cerrada. Este
inconveniente puede resolverse con el disefio de una
maniobra restringida para la variable j . En efecto,
tras obtener este disefio, es posible efectuar una
maniobra de las definidas para variar € valor de x,
y 6 q Yy, posteriormente, gecutar una nueva
maniobra, de forma que lavariable j vuelvaasu
valor original.

En la siguiente seccidn se muestracdmo, apartir de
la familia de vectores campo W, puede disefiarse
una maniobra restringida que permite cambiar el
valor delavariablej .

3.1 Maniobra parala variable dependiente j

Para este tipo de maniobra, €l espacio B.S. esta
definido por las variables (x,y, q). En primer lugar
se obtendran los vectores susceptibles de ser usados
para definir la maniobra.

El primer paso consiste en buscar un vector que
permita conseguir | = 0. Esta condicion, al ser
sustituida en la restriccién cinemética, permite
expresar:

Xcosqsinj +ysingsinj (15)

q= L

Teniendo en cuenta que:

j = cte

esta expresion se convierte en integrable si se
establecen las relaciones:

X=cosq ; y=sing b d:i:j— =cte (16)
Por tanto, el vector buscado es:
. T
W = {cosq sing S'—EJ— 0} (17)

Los valores de la curvaturay el radio de curvatura
correspondientes a esta situacion se denominaran:

c = L _sn (18)
) Rj L



Este vector representa una situacién en laque tanto el
vehiculo tractor como el remolque recorren una
trayectoria que se corresponde con un arco de
circunferencia de curvatura constante. Desde un
punto de vista cinemético esta situacion tiene lugar
cuando los centros de rotacion de ambos vehiculos
coinciden (ver fig. 3).

Fig.- 3: Trayectoria generada por el vector W,

En segundo lugar, se buscarén relaciones entre las
variables independientes, que permitan integrar el
modelo. Para ello se despeja la variable dependiente
en (11):

i = d_)kcosqsinj :ysinqsinj (19)

Unaformade hacer esta expresion integrable consiste
en establecer |as relaciones:

X=cosq;y=snqg;q = c=cte (20)

que aplicado a (19) la convierte en una expresiéon
integrable;

i = c—i[‘L. (21)

Tanto W; como W, y W, permiten establecer estas
relaciones, con la particularidad en W, de que cte=0.
Con estos vectores, € modelo cinemético es
integrable paralasvariablesx, y, q [2]. En el caso de
la variable j habra que estudiar en particular cada
uno de los vectores.

Considerando el vector W; e igualando:

kyarl = n
se obtiene:

i = _sinj
L

integrando se alcanzala expresion:

i .
t _ . 1 o _T ,a-cosig] '
Lo 1 g =[on8 22
L 'O_Sinj d [ Ne sinj f’l'o (22)
1

Por tanto sera posible expresar €l valor de j en
funcion det:

i () = x(t] _ -@Zdt o] 23
I (1) =x(tj o) asne“d(t)m (23)

donde:

1o

€7l Lo aF — Cosj g
= i G, = In&—— 24
dit) = e 1= Ing Sni, 9 (24)

Considerando el caso del vector W,, c=c,,
igualando:

. T — W
kyail = n
se obtiene:
[ = cZ—SiEi

integrando se alcanza la expresion:

i
g
t, =
! Oc sinj
i
[_ln@é\cosj + B(sinj —1)-0ij
€Acosj —B(sinj —1)92] j,
A xB

A= /%—c2 . B= /%+c2 (26)

Por lo que es posible expresar el valor de j en
funcion det:

J (1) =mtjg)

. S (TO RS Y. (O R R
eB%(t (1) + 1)% + A%(t (1) - 1)@

(25)

donde:

donde:

G,—(t xAxB
t(r) = H®

G = |nedoosi o+ B(sinj o~ 1)y (28)
2 €Acosj ,-B(sinj g—1) 2

Para el vector W, se encuentran expresiones
semejantes con solo cambiar ¢, por ¢;.

A continuacién se mostrara que para la expresion
definida de laforma:

i LW LW, W, t,W,
FJ 1(p1t11t31t41t5) = pXe1 Jez 183 4e4 ' (29)

es posible encontrar (t;, t,, t;, t,) , tales que generan
una maniobra restringida para j como variable
dependiente.



Sean i1, i., i3 Y ia lasecuenciade trayectorias
parala maniobra generada segiin (29), (ver fig. 4).

Y

Configuracién Inicia

Configuracion final

Fig.- 4: Maniobrarestringida paralavariable®j ”

Las variaciones de las variables de configuracion alo
largo de ellas son:

Trayectoria j ;:

oL T T
X yajl=W= {cosq, sinq,%l—,o}
Dix=R; (sing,—sing;) Dy =R, (cosq, — cosq;)

1 .
Dig=0d,-0; = Etl ;
j

Dj =0

Trayectoria j ,:
Lo T T
Xy, q0] = W= {cosq, sing, 0, —S—EJ—}

D,X = t,cosq,

D,g=03-0,=0 ;

D,y = t,sing,
Dzj = X(tzfj 1)‘] 1

Trayectoria j 4:

Lo T . T
Xy, a01 = W= {Cosq, sing, ¢,, Cz_%q
Dgx = Ry(sing, —singg)

Dy = —R,(cosq, — cosqs)
1
Dy =0,—03= =153
3 4~ U3 R,

Dsj = rT'(t3,j 1+D2j )—( 1+D1j)

Trayectoria j 4:
SV | T
[Xy.a.J] = W= [cosq, sing, 0, —%’—}

D,x = t,cosq,;, D,y=t,sinq,; D,0=0;-0,=0
Dy = Xx(tg] 1+ D, +D3j )—( 1+ Dy +D3j )

Debido ala particularidad del sistema de referencia
elegido (ver fig. 4), y a las condiciones de
continuidad fisica 'y de trayectoria cerrada en B.S.

[2]:
Dix=0;Dry=0;Drq=0;D;9=-Dyq (30)

t
q;,=0,=0 5 U2=0d3 ; —=—R—3=q2 (31)

Por lo tanto, las ecuaciones que describen la
maniobra compl eta pueden escribirse como:

Dx = 0 = (R —Ry)sing, +t,cosq, +t,
Dy = 0 = (R, —Ry)(cosq,—1) +t,sing, (32)
Dyj = X(tgj 1+ Dyj +D55 )—j4
De (32) pueden calcularse |os valores que permiten

que (ty,tytst,) Yy (29) definan una maniobra
restringida paralavariablej :

t; = 9uR;
(, = (R; —RZ?(cosqz—l) _ (RZ—Rj)tanq—Z
sing 2 (33
t3 = Ry,
t, =t = QR

Con estos valores, € incremento de la variable
dependiente es:

Dj = x(t4(dy),j 1 +Dyj +Dgj )=j 4 (34)

donde:
D, =x(t5(05).j 1) =i 1

Dgj = mtz(dy).j 1+ Dy )= 4

Laexpresion (34) representaunaecuacion no lineal
que depende del valor j , y del valor de g,. Es
decir, e incremento de la variable dependiente
dependera de su valor inicial y del angulo que
recorre el vehiculo tractor durante latrayectoria j ; .
No es posible encontrar una expresion analitica que
represente g, en funcion del incremento deseado.
No obstante, la funcion (34), es mondtona y
continua para valores del parametro g,
perteneciente a intervalo (0,0.5) y valoresiniciales
de j, pertenecientes al intervalo (0,2). En
consecuencia, dada una condicion iniCial, es
sencillo aplicar métodos numéricos para obtener el
valor necesario de g, para un incremento deseado
enj .



Deigual modo, la trayectoria cartesiana generada en
esta maniobra puede recorrerse en sentido inverso. En
este caso, la nueva maniobra definida se expresa

segln:

i W, —tW, LW, W
Fl 2(p, ttytuts) = pxe e P e 2 e T (3D)

En ellalosvalores de los pardmetros vienen definidos
por las ecuaciones (33) y la secuenciade los vectores
eslainversade la definida parala maniobra anterior.

Las trayectorias seguidas por €l vehiculo tractor en el
plano cartesano son idénticas a las seguidas
anteriormente, pero recorridas en sentido inverso. En
este caso el incremento sufrido por la variable j
adquiere distinto signo a conseguido con lamaniobra
definida por (29).

En la fig. 5 se presentan los resultados, obtenidos
mediante simulacion, al realizar una maniobra del
tipo presentado en un sistemadonde el remolque esde
gran dimension (situacion habitual en los vehiculos
conocidos como camiones). En la fig. 5-a) se
muestran las trayectorias del sistema tractor y del
remolque durante lamaniobra. Lafig. 5-b) presentael
desarrollo de la maniobra completa.

a)

/ Configuracion inicial remolque

\ Configuracién final remolque

b)

Fig.- 5: Maniobrarestringida parala variable" j

4. CONCLUSIONES

En este articulo se ha propuesto la utilizaciéon del
concepto de maniobra restringida para formalizar la
generacion de maniobras en sistemas no holbnomos.
El método puede ser aplicado a cualquier sistemaque
presente este tipo de restricciones.

Se ha particularizado la aplicacién de dicha técnica
a sistemas formados por un vehiculo tractor y un
vehiculo remolque.

En este tipo de sistemas, es posible definir cuatro
tipos de maniobras restringidas. Paralas maniobras
restringidas correspondientesalasvariablesx,y 6 q
se propone utilizar los resultados obtenidos en
trabajos anteriores para vehiculos de cinemética
similar a un automévil més una maniobra para la
reorientacion del vehiculo remolque.

Finamente se ha presentado el disefio de una
maniobra paracambiar el valor delavariable j .

Los razonamientos utilizados se han justificado
mediante resultados procedentes de simulaciones
numéricas.

En futuros trabajos se abordara la aplicacion de
estas técnicas de planificacion en sistemas tractor-
remolque reales.
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