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Resumen

En & presente articulo se propone un método para
selecdonar la razon ce solape a partir del grado de
pertenencia del solape de funciones de pertenencia
adyacentes y la aproximacion del soporte en las
campanas de Gauss Se presentan, para cumplir con
el anterior objetivo, exoresiones analiticas
novedosas. Se propone un método de inicializacion
de funciones de pertenencia basado en la razon de
solape. Se demuestra que d ajuste @n restricciones
que se aplica no deteriora de forma significativa la
fase de modelado de funciones no lineales.

1 INTRODUCCION

Laldégica borrosa ha demostrado ser una herramienta
importante para la obtencion de modelos, siendo €l
método mas popular (por su diferenciabilidad) el
desborrosificador centro promedio con inferencia
producto [1][2].

Los métodos de adaptaddbn  paramétrica
originamente aplicados en las redes neuronaes se
han extendido a la funcion no linea equivalente de
los sstemas borrosos, ampliandose @ campo de
aplicadon de estos Ultimos virtualmente atodas las
aress dorde las redes neuronaes han demostrado ser
eficaces (modelado, control adaptativo, control de
vehiculos robdéticos, etc)[3][4][5].

A pesar de la extension en la glicadon de los
sistemas borrosos, la ventaja de los mismos frente a
las redes neuronales no queda clara, dado que las
conceptos que utiliza un experto parala construccion
de un conjunto de reglas < ignoran d sustituir la
definicidn de las funciones de pertenencia (FP) en el
universo de discurso por un método aternativo de
adaptadOn paramétrica @n autogjuste, donde las
redes neuronal es han demostrado ser eficientes.

La ventga fundamental en utlizar los sstemas
borrosos como alternativa para el aprendizaje basado
en datos de entrada-salida disporibles a través de
mediciones ( 0 estimados a través de un predictor)
radica en que los pardmetros que se aaptan tienen un
claro significado fisico, son descriptores que definen

a las FP en un universo de discurso definido sobre
una variable pertenedente aun conjunto dereglas.

Algunos esfuerzos £ han redizado para gjustar los
parametros adaptables de un sistema borroso a las
técnicas de disefio sin aprendizge, por gemplo en [6]
se propone un método con restricciones a la
adaptadon, pero esta tiene la desventgja de ali carse
auna estructura de inferencia particular denominado
a-GEM.

Las ideas propuestas por Marsh en [7] se han
extendido en [8] a un sistema borroso adaptable
basado en e andlisis del solape de las FP,
considerandose los sguientes objetivos. (1) Cada
punto del universo de discurso debe pertenece a
dominio de a menaos una FP, adicionamente, cada
punto no deberia pertenecer a dominio de més de
dos FP. (2) No deben existir dos FP con & mismo
punto de méximo grado de pertenencia. (3) Cuando
se solapen dos FP, la suma de los grados de
pertenencia para aialquier punto en el solape debe
ser menor o igual a 1. (4) El solape no debe quzer €
punto de méximo grado de pertenencia de aialquiera
delasFP.

En e presente aticulo se incorporan nuevos
elementos para la selecddn ke la razdn de solape
(RS) basado en e grado de pertenencia del solape de
FP adyaceittes y el sopate de las campanas de
Gauss Se aalizen funciones no lineales dorde el
método de guste mn restricciones paramétricas no
deterioralafase de obtencién del modelo.

2 INDICES DE SOLAPE EN SISTEMAS
BORROSOSDEL TIPO TSK

Unabase de reglas borrosas  representa por:
R :six,esFy.yx, esFl, ENTONCESyesG' (1)

donde 1=1,2, .., M, siendo M €& ndmero de reglas,
F' son conjuntos borrosos en los universos de
discurso U; O R de las variables de entrada, i=1...n

representa las n variables de entrada, G' es un
subconjunto baroso en el universo de discurso de la



variable de salida V O R, x=(x,, ..., X)) OU;x
.XU, son las variables de entrada ey OV es la
variable de sdlida

El conjunto de reglas de la forma (1) es equivalente

Z Q'WF X, B! ,y.
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Zéﬂup X, B! ,y.

donde yI , ,Bi' , yiI son €l consecuente, el ancho y el
centro de las FP de las variables de entrada con M +

M-n + M-n pardmetros gjustables, donde las FP
pueden definirse segin:
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Si se define una funcién de coste de laforma:

Y

= (f(X)-y)*® 2 ®)

N
l\>||—\
~—~~
<>
.
=

la aplicacion del gradiente descendente sobre los
parédmetros adaptables cumple la siguiente regla:
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Siendo 6 el pardmetro a aaptar y n el fador de
aprendizagje (O<n <1).

El consecuente puede ser un escalar (singleton), del
tipo TSK o unafuncién genérica dependiente o no de
las variables de entrada.

Para e caso de que se séleacione un consecuente
TSK, resulta:

yI = f'(xl,xz,..., xiI :a5+b' @)

n

| |

Xn)_a0+zai
1=1

donde a! constituyen los pardmetros adaptables del
consecuente  TSK. Nétese que s € término

b' = Oentonces el conseauente e sngleton, un caso
particular de esta representacion.

De sudtituir (3) en (2), posteriormente en (6) y
desarrollando este Ultimo, la alaptadén de los
centros resulta:
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Los restantes parametros £ gustan de formasimilar.

La RS entre dos FP adyacentes para un mismo
universo de discurso U; resporde a

RangodeSolape(RnS) (9)
Rango deDefinicién deFuncioneAdyacentefRfA)

siendo RnS € intervalo del universo de discurso
donde dos funciones adyacentes poseen un sopate
comun y RfA el soparte generado por dos funciones
adyacentes.

EnlaFig. 1 se puede apredar larepresentacion ce FP
triangulares y Gaussanas bre & mismo universo de
discurso.

Si se definen las variables sop_min y sop_max como
los limites del soparte inferior y superior de una FP,
entonces la RS para dos FP j y j+1 adyacentes
cumple:

sop_max( j)-sop_min( j +1)
sop_max( j +1)- sop_min( j)

RS(j) = (10)

Los opates para cada FP en e caso de FP
triangulares estan claramente identificados:

. j
sop_ming) = 1 ~£-; sop_max( = v + £

B (11)

pero para el caso de las FP Gaussanas estos pates
dependen del Grado de Pertenencia(GP) que se
considere ceo (una FP Gaussana dcanza un GP
cero tedricamente en €l infinito).
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Fig. 1l.-Representacion de FP triangulares y
Gaussanas ®bre d mismo universo de discurso

definidas obre anchos [ B'B!*™] = [20 20] y
centros[y!y'*] =[60 70].

Para aplicar (10) es necesario definir un soporte, por
lo que, s se considera que la FP Gaussiana se hace

cero para (¢ veoss el ancho (B1), entonces (11)
puede expresarse por:

sop_min(j)= y! —yB; sop_max(j)= y! +yB’ (12)

de sustituir (12) en (10) resulta:

_ i it L y(pio4gitt

Ry = L2V 4Gk B_ﬂ) (13)
y -yl + 1)

La funcién que nos devuelve & GP para la FP

Gaussana dado wun valor (¢ se obtendra de aplicar

3), siendo

bienx, =sop_max(j).De dloresulta:

X, =sop_min(j) o]

GP, =exp (- ¢?) 14

donde:

Y :ﬂ_ln(GPLp) ;

Por gemplo (ver Fig. 2), para un valor ¢ = 2 €
GR, es de 0.0183 (1.83% del GP,,,) mientras para
un valor ¢ =25 el GR, es de 0.0019 (0.19% del
GP,.x ), siendo GP,, =1.

0<GR, <1 (15

Para las FP trianguares representadas en la Fig. 1,
RS=0.3333 (de aplicar (10) y (11)). En €l caso de las
FP Gaussanas, para ¢ =2 y ¢ =25, entonces la
razn de solape resulta RS=0.7777 y RS=0.8181
respectivamente (de aglicar (13)).
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Fig. 2. Representacion del GPy con ¢y=2 y
=25 para una FP Gaussana de y=60 y
B =20

3 ADAPTACION CON RESTRICCIONES
BASADA EN LA RAZON DE SOLAPE

Los pasos que se siguen en la etimadon ce la
funcion f(x) pueden resumirse @mo sigue:

MIENTRAS (error(y, ¥) > Valor)
{

- Se aaptan los pardmetros (conseauentes,
centrosy anchas);
- Estimacion de la funcion con los parametros
adaptados;
- Adaptacion con restricciones basada en la
razén de solape;
- Estimacion de la funcion con los parametros
adaptados con restricciones;
- Caculo del error;

}

donde Valor representa el error méximo permitido en
laestimadon de lafuncion.

La adaptacion con restricciones que se aplica
representard un gjuste de los pardmetros adaptados
por gradiente de forma tal que se distribuyan los
mismos para que se cumpla (13).

Considerando lo anterior, €l ajuste paramétrico se
redizabasandose en la siguiente funcion de coste:



- %(RS- Rs)?2 (16)

donde RSYes el valor deseado de razon de solape y
RS resporde a(13). La alaptadon de cala pardmetro
resulta (de (6)):

&1 =& ~nps(RS- de)% (17

in
siendo Eijncuajquiera de los parametros yij,ﬁij.
Nrses € factor de grendizge para la razon de
solapey RSY larazon de solape que deseamos para

las FP.

El resultado de aplicar (17) sobre cala pardmetro
implicadoen € gjuste es:
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Vi =y, —nes (RS- RSY) - 2

v/ -y (21)
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0 = B, —nRs(RS-RS")2p i~
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Ademés de  otro parametro critico para la
adaptaddn con restricciones es la decdon e la

RS?. En un wniverso de discurso normalizado lo
Optimo seria que los centros estuviesen
uniformemente distribuidos entre —1 y 1 y los anchos
fueran tales que la RS entre cada dos FP adyacentes

fuese RSY .

Para M reglas, ladistribucion de centros éptima seria:

2(-1)

Centro(l )=
(1) V1

-1; 1=1.M (22)

y todcs | os anchos tendrian como valor:

(RS +1)

Ancho(l )= m ;

1=1.M (23)

El punto de intersecdon entre dos FP adyacentes
deberia ser tal que su GP (GP,, ver Fig. 1) sea
inferior o igual a 0.5 para que se cumpla d tercer
objetivo en la busqueda de un adecuado solape de las
FP. El punto en € que dos FP adyacentes se

interceptan ( x, , ver Fig. 1) se obtiene de igualar dos
FP adyacentes del tipo (3) en las que los centros y
anchos ran los correspondientes a glicar (22) y
(23). El punto de interseccion dependerd de las dos
FP adyacentes que se dijan delas M existentes y del
ndmero de reglas M. Considerando lo anterior se
cumple:

L 2-M

(24)

Sustituyendo (22), (23) y (24) en (3) resulta:

_ Jmborst)d. 0 BFnGRE-rs ) E(25)
GR, —expE E%;ﬁ))gﬁ' exp‘é—ﬁwa%

S sefijauna RSY se tendra para cala posible valor
de GR, un valor de GP, . En laFig. 3 se muestrala

evolucion el GP, en funciondel GR, paradistintas

RSd, lo que fadlita la deccidn ce la RS? una vez
deddidoel GR, yel GR .

Por ejemplo, para un GP, =0.013y un GP, = 045,

laRS? sera de 0.4, tal y como se muestra en laFig. 3.
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Fig. 3. Gréfica para determinar la RSY para cada
dos FP adyacentesdado un GR,y un GP, .

4 APLICACION

Ejemplol: El modelo serie-temporal de Box y
Jenkins que se obtiene apartir de datos de un horno
de gasresponde a

y; = 0.55y, ; —0.52u,_; —0.4u,_, —051,_s + N, (26)

donde:

0 L L L L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02



N, = 153N, —~0.63N,_, +a, 27)

sendo a; un ruido blanco, N, € ruido en €
sistema, Y, laconcentrad6n de dixido de carbonoy
u, €l flujo de metano en el instantet.

El sistema puede representarse por un modelo serie-
paraelo borroso de laforma:

Y = (Y, Up-g) (28)

Al modelar sin restriccidn paramétrica utilizando
consecuente TSK, un nimero de reglas M=4,
n=0.001 y un ndmero de épocas igua a 40, se
obtiene € resultado que se muestra en la Fig. 4, con
un error de 0.03, paralavariable de entrada u;_, .
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Fig. 4. Representacion de las FP para la variable
u,_, en el modelo de Box y Jenkins.

Si se aplicala adaptacion con restricciones basado en
la razén de solape para M=4, n =0.001 , fador de

aprendizaje para la razén de solape ngs =0.6, una
razon de solape deseada RS%= 04, un @y =2 vy

buscando un eror < 0.03, se obtiene una
distribucion de FP que se muestra en la Fig. 5 para
41 épocas.

Notese la diferencia entre las distribuciones de las FP
paralas Fig. 4 y 5. En la primera, los puntos en los
que dos FP alcanzan su GP,,,estén muy proximos.

Adicionamente, en latotalidad de la zona de solape
la suma de los grados de pertenencia es mayor aly
existen puntos del dominio en los cuaes estan
definidos més de dos FP. De lo anterior se deduce
que tres de las cuatro condiciones para un adeaiado
solape son \violadas. El resultado ¢k una aaptadon
paramétrica con restricciones (Fig. 5) permite que las

exigencias a solape entre las FP en el universo de
discurso se cumplan.
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Fig. 5. Representacion de las FP para la variable
ui_sen € modelo de Box y Jenkins usando

restricdén paramétrica basada en la razon de
solape.

En laFig. 6 se puede apredar la comparadon entre la
serie temporal de Box y Jenkins y la etimadon
redizada de la funcién con la elicadon de
restriccion paramétrica basada en la razon de solape.
Notese que la estimacion puede ser valida cuando en
el modelado se aplica alaptaddn con restricciones,
como se demuestraen laFig. 6.

200 250 300

Fig. 6. Representacion de la funcion de Box y
Jenkins y de la funcion estimada mediante
restricdén paramétrica basada en la razén de
solape.

Ejemplo 2: Para redizar una comparadon entre la
evolucion el error utilizando restriccion mediante
razn de solape y sin usarla, se toman como
referencia watro funciones no lineales, que se
describen enlaTabla 1.



Error

Error

Sistema y=

' 2x2 +4%3

I 4sen(rx;) + 2cos@ix, )

I (3exp@x,) + 2exp(4x,))°°
vV sen(x;) cos(,)

Xy X2

Tabla 1 Funciones no lineales utilizadas como
referencia para € modelado

Para analizar la influencia de la incorporacién de la
adaptaddn con restricciones basada en la razon de
solape en la obtencion del modelo, se usan los
mismos parametros para todas las funciones. 40
épocas, M= 4 reglas, n = 0.005, Ngs = 0.1, RS%=
04y Y =25.
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Fig. 7y 8.- Comparacion de la evolucion del error
aplicando y sin aplicar adaptacién paramétrica
con restricciones basada en la razon de solape
paralos sstemas |y IV.

Se puede greciar en las Fig. 7 y 8 como € error
cuando se usa adaptacion con restricdiones basada en
la razdn & solape evoluciona favorablemente,
aunque consiguiendo generalmente peores resultados
transcurridos un determinado nimero de éocas, pero
ese sera el coste para conseguir unas FP con un grado
de solape mas adeauado.

Como se aprecia enlasFig. 7 y 8, laincorporadon de
la adaptaddn lesada en la razn de solape no
incorpora una diferencia significaiva en la obtencién
del modelo, en € caso del sistema IV incluso lo
mejora.

En todos los casos la evolucién ddl error no se
deteriora, tal y como muestralaFig. 9.
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Fig. 9.- Comparacion de la evolucion del error
para los cuatro sistemas del gemplo aplicando
restricdén paramétrica basada en la razén de
solape

5 CONCLUSIONES Y
FUTUROS.

TRABAJOS

Se ha propuesto un método para la seleccion de la
razon de solape basado en el grado de pertenencia del
solape de FP adyacentes y el soporte variable de las
canpanas de Gauss se presentan expresiones
novedosas para d anterior andlisis; adicionalmente,
se propore un métodopara establecer |as condiciones
iniciales de los pardmetros a aaptar basado en la RS.
Se ha presentado €l resultado de simuladénen lafase
de modelado ce dnco funciones no linedes sn que
exista un deterioro significativo con respecto al
modelado sin restricciones paramétricas basadas en
laRS.

La incorporaddn del ajuste paramétrico permite
incorporar conceptos de un disefiador heuristico a la
fase de adaptacion por gradiente.

En trabgjos futuros < pretende:



1.- Extender €l gjuste paramétrico alos conseauentes
de tipo TSK considerando €l caracter singleton de la
formuladén no lineal.

2.- Aplicar el concepto de robustez del solape, con
restricciones paramétricas basada en el area de
funciones adyacentes.

3.- Incorporar los dos tipos de formulaciones
anteriores alas restricciones aqui expuestas.
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