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Resumen

En este trabajo se presenta un sistema no lineal de
segundo orden con forzamiento periddico,
susceptible de presentar comportamiento caético. Se
muestra un atractor extrafio obtenido
experimentalmente mediante un prototipo, se
establece un modelo matemético y se dan algunos
resultados de simulacion, retrato de fase y diagrama
de bifurcaciones.
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1 DESCRIPCION DEL SISTEMA

El conocido oscilador arménico dado por la ecuacion:

y=-w'y @)

que también puede ponerse en la forma:

X=-a,y
y=a,x (2)
w’=a,a,>0

es facilmente realizable utilizando dos integradores
operacionales y se puede considerar lineal en una
primera aproximacién si no se producen saturaciones
en los amplificadores operacionales utilizados. Como
es sabido, este circuito no es (til como oscilador,
pues, al presentar un centro, la amplitud de las
oscilaciones depende de las condiciones iniciales y
no existe ningln mecanismo que estabilice dicha
amplitud.
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Si, partiendo de dicho circuito, se establece una
realimentacion mediante un bloque que produzca una
saturacion que limite la excursion de la sefial y se
aplica una entrada senoidal, como puede apreciarse
en el diagrama de bloques de la figura 1, tenemos un
sistema no lineal [1] susceptible de presentar
comportamiento caodtico. Este sistema puede
describirse mediante las ecuaciones:

x=-a, y+&,v(y)+a, £ (1)
y=a,x=&,V(y)
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En la cual la entrada f(t) esta dada por la funcién
senoidal:

f (t) = bsen (awt)
(4)
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Figura 1: Diagrama de bloques del sistema
realizado con dos integradores y amplificadores
aproximadamente lineales, realimentado mediante
un blogue no lineal.



La funcién no lineal v(y) [2], representada en la
figura 2, se puede modelar mediante tres tramos
lineales de acuerdo con la expresion:

: ©)

donde A es la ganancia de un amplificador en su zona
lineal y +Vg la tensién de saturacion del mismo,
suponiendo iguales en valor absoluto los valores de
dicha tensién positiva y negativa.
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Figura 2: Funcion no lineal del bloque de
realimentacion de la figura 1.

2 SISTEMA EXPERIMENTAL

Para la realizacion del sistema se han utilizado
amplificadores operacionales pA741C, excepto en
los integradores en los que se han empleado TL071,
de menor deriva. Dichos amplificadores se han
alimentado a £15 V.

El sistema, como puede apreciarse en la figura 1,
consta de dos integradores-sumadores-inversores y
un inversor en los que se ha procurado un
funcionamiento lo mas lineal posible [3].

La no linealidad del sistema se ha realizado mediante
un amplificador no inversor de ganancia 9,5 cuya
amplitud se ha limitado utilizando dos diodos zener
de 2,7 V conectados en serie y en oposicion, con lo
gue se obtiene una tensidn de saturacion para este
blogque de £3,3 V.

El pardmetro S, producto del correspondiente
coeficiente de entrada al integrador a; por la maxima
amplitud de la sefial senoidal b, se ha fijado en 3.900
V,/s y frecuencia en 150 Hz. Para ajustar los distintos
parametros del circuito se han utilizado
potenciometros.

En la tabla 1 aparece un resumen de los valores en
que se han fijado los distintos parametros del circuito.

Parametro Valor Unidad

a, 10.400 st
a, 6.850 st
£, 2.500 st
£, 1.200 st
w 942,5 s
B 3.900 V,ls
A 3,3 Y,

A 9,5 -

Tabla 1: Valores de los parametros
utilizados en la realizacion del circuito
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Figura 3: Retrato de Fase obtenido
mediante captura digital de las tensiones en
las salidas x e y de los integradores del
prototipo de circuito realizado.



Utilizando los valores de los parametros indicados, se
ha obtenido el retrato de fase que se muestra en la
figura 3. Dicho retrato de fase se ha capturado
digitalmente mediante un ordenador dotado de tarjeta
de adquisicion de datos, conectando dos de sus
canales a las salidas x e y de los dos integradores, las
cuales se han atenuado previamente. También se ha
comprobado, mediante medicién con osciloscopio,
que ningin amplificador, a excepcién de los del
bloque no lineal, esta en saturacion.

A la vista de la mencionada figura 3, puede deducirse

que existen claros indicios de que el retrato de fase
capturado corresponde a un atractor caético.

3 RESULTADOS DE LA SIMULACION
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Figura 4: Retrato de fase obtenido por
integracion numérica de las ecuaciones (2)
para los valores de los parametros dados en la
tabla 1y senoide de 180 Hz.

Mediante integracion numérica de la ecuacion (3),
utilizando la entrada dada por la expresion (4) y
aplicado la funcidn no lineal (5), que se muestra en la
figura 2, y utilizando los mismos parametros
mencionados en el apartado anterior (tabla 1), a
excepcion de la frecuencia de la sefial senoidal, que
en este caso se ha fijado en 180 Hz (w=1131s™), se
ha obtenido el retrato de fase de la figura 4, en cuyas
abscisa y ordenada se han tomado los valores de las
variables de estado x e y.

El aspecto cadtico del retrato de fase obtenido
mediante simulacidn se ha corroborado mediante los
exponentes de Lyapunov [4].

En la figura 5 se muestra un diagrama de
bifurcaciones obtenido por simulacion, el cual se ha
realizado haciendo variar el pardmetro S, maxima

amplitud de la sefial senoidal utilizada multiplicada
por el coeficiente de entrada al integrador, desde
3.000 a 5.000 vy calculando la variable x en una
seccion de Poincaré con el plano y = 0 al sery
decreciente. Los valores de los restantes parametros
son los indicados en la tabla 1 a excepcién de la
frecuencia de la senoide, que se ha tomado, como ya
se indicd anteriormente, de 180 Hz (w=1131s™).
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Figura 5: Diagrama de bifurcaciones obtenido
mediante simulacién, haciendo variar el
parametro 3(abscisas) y calculando la variable
X en una seccion de Poincaré con el plano y=0
al decrecery.
4 CONCLUSIONES

El oscilador armoénico con forzamiento exterior
periddico y realimentacion no lineal, presentado en
este trabajo, tiene claros indicios de comportamiento
cadtico, como puede deducirse de los retratos de fase
mostrados, obtenidos directamente del circuito
realizado y por simulacion, y del diagrama de
bifurcaciones resultante. La existencia de un atractor
cadtico se ha corroborado mediante los exponentes de
Lyapunov.

El comportamiento de este sistema es complejo,
pudiendo existir, ademas de atractores caéticos de
distintas morfologias, otras Orbitas estables
periddicas, algunas de gran complejidad y alto orden
de periodicidad, como puede deducirse de los
resultados experimentales realizados sobre el
prototipo implementado y simulacién, no incluidos
en este trabajo. También se han podido obtener
diversos atractores toroidales.

De lo anteriormente expuesto, podemos deducir que
este circuito es susceptible de resultar interesante
para futuros estudios en mayor profundidad.
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