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Resumen

En este trabajo se analiza el régimen oscilatorio
de un servomotor con una funcién transferencia
de segundo orden y controlado por un relé con
histéresis que se modela con una caracteristica
no lineal y no univoca. Utilizando el método de
las transformaciones puntuales asociadas al
espacio de fase, se investiga de forma analitica
y numérica la posibilidad de la aparicion de
oscilaciones ante una entrada en escaldén, y
bajo qué condiciones es posible reducirlas con
realimentacién de posicion y velocidad. En €l
caso de que €l sistema funcione como
regulador, se demuestra que es posible obtener
un comportamiento oscilatorio caético en €l gje
del servomotor, dando lugar a la aparicion de
una familia de atractores  extrafios. La
aleatoriedad del sistema seinvestiga a través de
la respuesta temporal y €l andlisis de la
dependencia sensible.

Palabras clave: Servomotor, relé, oscilacion,
regular, cadtica, atractor.

1 INTRODUCCION

Un servomotor controlado por relé es un
sistema de control en lazo cerrado que utilizaun
relé como amplificador de potencia y de
control. Normalmente se considera al relé como
un elemento no lineal que puede tomar tres
valores de salida, dependiendo del valor de la
sefial de entrada. Este tipo de control, llamado
de contacto, es muy utilizado en aplicaciones
que requieren poco espacio y limitacion de
peso, sobre todo al compararlo con otros
disefios que utilizan amplificadores de potencia
junto con el elemento de regulacién asociado.

En este trabajo se estudia un servomotor
controlado por relé con histéresis, en el que la
salida puede tomar dos posiciones en funcion de
la entrada, dando lugar alo que se conoce como
control todo o nada (control bang-bang) [2]. A
pesar de las ventgjas de este tipo de control,

también tiene inconvenientes, derivados del
carécter no lineal del relé. En efecto, es bien
conocido [2] que este tipo de control puede dar
lugar a auto oscilaciones del eje de salida del
servomotor, |as cuales pueden reducirse con una
realimentacion de velocidad y/o de posicion.

El andlisis de estos sistemas, conocidos como
lineales atrozos, puede realizarse plenamente en
el plano de fases, para investigar la posibilidad
de encontrar ciclos limites. Sin embargo, desde
el célebre trabgjo de Andronov [1], cuyo
precursor fue Poincaré [5], €l método de las
transformaciones puntuales, ha demostrado ser
muy Util para detectar la presencia de ciclos
limite, y poder concluir si son estables o
inestables.

En este trabajo se extiende la aplicabilidad del
método de las transformaciones puntuales, para
estudiar el comportamiento regular y caético de
un servomotor cuando se introduce una
realimentacion adecuada en el lazo de control
del mismo. Este estudio se realiza a partir de las
ecuaciones del servomotor, definidas para cada
una de las zonas del espacio de fases, en que el
relé divide alas ecuaciones del sistema.

Con realimentacion positiva, se demuestra que
la transformacion puntual puede tener infinitas
ramas, tal que los puntos de equilibrio asociados
con cada rama son inestables. Se obtiene asi un
sistema acotado, pero cuyasalida, asociadaalos
puntos inestables, tiene un comportamiento
caracterizado por oscilaciones catticas del e
del motor. La presencia de una familia de
atractores extrafios se comprueba a partir del
calculo de larespuesta del sistemay del estudio
de la dependencia sensible a partir de dos
condicioneiniciales muy proximas[3],[4], [6].

2 OSCILACIONES REGULARES
DEL SERVOMOTOR

La funcién transferencia del servomotor se
considera de segundo orden, con ganancia K, y
constante de tiempo t 1,



En la figura 1 se indican las estructuras de
control que se van a considerar a continuacion.
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Figura 1. @) Control con relé. b) Control con relé
y realimentacion de posiciony velocidad

El caso indicado en la figura b) se reduce a de
la @) tomando K1 = K2 = 0. En la figura 2 se
muestra la caracteristica no univoca del relé con
histéresis.
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Figura2. Relé de dos posiciones con histéresis

La ecuacion de definicién de la caracteristica no
univocadel relé viene dada por |a ecuacion:
iu, parae>-e
u@E=; ° 2 1
i- u, parae<e,

A continuacion se introducen las ideas basicas
del método de las transformaciones puntuales
gue se van a utilizar en el trabajo. Supdngase
una trayectoria en el espacio de fases cortada

por un segmento arbitrario AB en los puntos P,
Py, Ps,....... ,Pe tal como se muestraen lafigura 3.

CICLO LIMITE

Figura 3. Transformaciones puntual es hasta
acanzar € ciclo limite.

Es facil comprobar que el punto P; se obtiene
como resultado del movimiento de P, a través
de la trayectoria de fase hasta alcanzar el
segmento  AB. La transformacion puntual
asociada a la curva genérica AB es un operador
T que transforma el punto P, en el punto P;, 0o
sea

P, =T(R,) 2

Para el punto Pe que pertenece a ciclo limite, la
transformacion puntual transforma dicho punto
en s mismo: P~=T(P;). La transformacién
puntual se puede representar en forma de
funcion utilizando una coordenada arbitraria
para los puntos Py, Py,....., P, @ lo largo de la
curva AB. Por gjemplo las longitudes: |, = AP,,
[,=APy,,......, de forma que la transformacion
puntual se pueda expresar como:

I, =Td,) (3

pudiéndose considerar el conjunto de valoresl,,
I3 I2,..., y sustransformados T(l,), T(l1), T(l2),.de
laforma

p={lo 01l |}

4
qQ={T0 T T T} P

Si se representan los puntos “q” frente alos “p”
se obtiene una gréfica de la transformacion
puntual definida por la ecuacion:

I, =T() i=012,.. (5)



T(1)

To) |7

En €l ciclo limite se verificali=T(l;), y tal punto
se obtiene de la interseccion de la recta “g=p”
con la curva de transformacion. La estabilidad
del ciclo limite se puede determinar a partir de
la pendiente de la curva de transformacién en €l
punto de equilibrio P de lafigura 3. En lafigura
4 se indica de forma esquemética de operar .

4 q q=p

lo 1

Figura 4. Representacion gré&ficade la
transformacion puntual .

El punto de equilibrio P corresponde a un ciclo
limite estable, ya que la pendiente de la curvaen
dicho punto es menor que la unidad. Lo
contrario sucede cuando la pendiente es mayor
gue la unidad. La argumentacion se basa en las
ecuacionessiguientes:

d

G PP azF@oD O
Si laderivada [dg/dp| < 1 entonces Dg < Dp, y al
aumentar Dp, Dq es siempre menor que Dp, de
forma que para g=p se alcanza un estado de
equilibrio estable.
Para determinar la transformacién puntual del
servomotor es necesario  determinar las
ecuaciones del sistema en las dos zonas en que
queda dividido €l espacio de fases, en funcion
de los valores que toma la sefial de salida del
relé u(e), de acuerdo con la figura 2 y la
ecuacion (1). Se van a considerar dos casos, sin
realimentacion de posicion y velocidad, y con
realimentacion de ambas.

21  SIN REALIMENTACION DE
POSICION Y VELOCIDAD

Este caso corresponde a sistema mostrado en la
figura 1 a. La ecuacion diferencial de la salida
viene dada por:

2
iy, ¥

nz g = K (@ @)

siendo “€” la sefia de error. Suponiendo que la
sefial de entrada es un escaldon unitario, se
verifica
de(t) _ dy(ty . d’e(ty _ d®y(t)
dt dt ' dt? dt?

(8)

de forma que la ecuacion (6) se puede escribir
como:
d%e de
—+—=-K, xu(e 9
LI m XU(€) 9

la ecuacion (9) se puede expresar en forma
adimensional introduciendo lavariable:

t
t=—m1b t=tx, (20)
m
con lo cual laecuacién (9) sereduce a

1 2 1
d’e, de_ u@®
tmKmUs dt?2  taKpu, dt U,
Introduciendo las variables de estado:
e dx u(e)
Xy = Xy = — iUy (Xg) = —— (12)
t KU, dt U,
laecuacion (11) setransformaen:
X, =X
S (13)
Xy =-U(Xq)- X5
i+1 parax, >-e
Ul(X1)=|' 1 ! (14)
i- 1parax, < +e
e
e=—28 — (15)
thmua

La no linealidad se ha transformado de acuerdo
con las ecuaciones (13), (14) y (15). Para los
valoresdex; = £e se produce un salto de uy, ¥y
por tanto las ecuaciones de estado (13) se
desdoblan en dos, cada una de las cuales define
una zona del plano de fases, separadas por lo
gue se conoce como linea de conmutacion [1],
tal como se muestra en la figura 5. Es
importante tener en cuenta que las zonas ay b
se superponen para valores de x; comprendidos
entre +e como corresponde a la caracteristica
no univoca del relé con histéresis. Para cada una
delaszonasay b se verifican las ecuaciones:

zonaai X1= %, (16)
[
X, =-1- X,



Figura 5. Linea de conmutacion y
transformaciones puntuales.

La solucidn sucesiva de las ecuaciones (16) y
(17) determina las trayectorias en el espacio de
fases. Para determinar |a transformacion puntual
se considera que el sistema esta inicialmente en
el punto (e X»g), de forma que dicho punto se
mueve en lazonaahastaacanzar €l punto (-
€ Xoq) de la linea de conmutacion, para moverse
en la zona b hasta alcanzar el punto (g X21).
Estatransformacion puntual se compone de dos:

Xoa = Ta(Xp0) 5 Xp1 = Ty (Xp4) (18)
de forma que la transformacion puntua total
viene dada por:

X1 = Tpl[Ta (X)) 19)

tal como seindicaen lafigurab.
Integrando las ecuaciones (16) con la condicién
inicial (e xg0) se obtiene:

X1(t) = L+ X)) (1- € 1) - t+e

(20)
Xp(t)= @+ X)€" -1

El tiempot, en el que el punto inicial se mueve
por lazonaa ser&

1+x
= In—2 (21)

1- Xy
Sustituyendo la ecuacion (21) en las (20), se
obtiene la transformacion puntual en la zona a
parael servomotor considerado en lafigura la:
1+ X5

ta

In

1 = 2e+ X0+ X2q (22)
+X 2a

De la ecuacion 22 se deduce que en este caso no
es posible obtener una ecuacién explicita que
determine X, en funcion de xy,. De forma
similar se puede construir la transformacion T

Valor final x5,

paralazonab, sin embargo, dada la similitud de
las ecuaciones (16) y (17), solo es necesario la
transformacion T, para andizar el
comportamiento del sistema. En efecto, a partir
de la ecuacion (22) se puede calcular la
pendiente de la ecuacion (22) para Xz = Xoo,
para lo cual considerando dicha ecuacion de la
forma F(Xoa, X20) = 0, se obtiene:

2 5 0 _ IF/TXg _1- Xy (23)
TH/ X2 1+ X0

dX -
€ 20 Bx2a=X20

Por consiguiente si el valor absoluto de la
expresion (1-x20)/(1+x20) < 1 la pendiente de la
curva que define la transformacion puntua sera
menor que la unidad, y se obtendra un ciclo
Iimite estable. Se llega a la conclusion de que el
sistema controlado con relé auto oscilarid de
forma estable o inestable dependiendo del
estado inicial del sistema. La figura 6 muestra
los resultados obtenidos para 0 < Xy < 1.
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Figura 6. Transformacion puntual T, para
valoresdee=0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,0.6

En la figura 7 se muestra la salida del sistema
ante una entrada en escal 6n unitario. Se observa
gue contra més grande es el valor del pardmetro
€ menos oscilante es la respuesta del sistema,
con un transitorio més rapido. Este resultado se
puede anticipar a partir de la figura 6, ya que
para valores mayores de € menor es la
pendiente de la curva T, que define la
transformacion  puntual en e punto de
equilibrio, y por tanto antes se alcanza el estado
estacionario.
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Figura 7. Respuesta auto oscilante ante una
entrada en escalOn unitario parae =0.2, 0.6

2.2 CON REALIMENTACION DE
POSICION Y VELOCIDAD

Este caso corresponde al sistema mostrado en la
figura 1 b. La ecuacién diferencial de la salida
viene dada por:

d’y dy
tmdt—z"'a:Kmxu(e)- Kle

dy

—- K 2Kmy
(24)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (10), (11),

(12) y (14) del apartado anterior, se obtiene la
ecuacion del sistemaequivaenteala(11):

d’e,
+(1+K K ) +K Ko =
25
K, u(e) € @)
=—=r-——; g =—+—
tm ua Kmtmua

La ecuacion (25) se escribe con las nuevas
variables de laforma

d2%e
m;+&wnﬁ swle = K (26)

siendo:

1+ KK, =22w ;5 KKt =w2 (27)

m-m n

k=Kzp g (28)

U,

Para resolver la ecuacién (26) en la zona a y
determinar €l tiempo de vuelo t, es necesario

especificar las condiciones inicidles y las
caracteristicas del relé y del motor, de acuerdo
con lafigura5.Laformade operar seria:

Fijar los valores de u,, €, Kq, ty, de
donde se obtiene e de acuerdo con la
ecuacion (15).

Fijando z y w, de las ecuaciones (27)
se determinan a constante de
realimentacion de velocidad y de
posicion K, y K, respectivamente.

Segln los valores de zy w, se pueden dar
fundamental mente dos casos:
2.2.1 Raicescomplejasconjugadas

En este caso se deben de verificar las siguientes
relaciones:

1
O0<z<1 2zw,>1p z> (29)
2w

<z<1lp w,>05 (30)

n

De las ecuaciones (29) y (30) se deduce que
contra mayor sea W, menor podra ser z La
solucién general de la ecuacion (26) viene dada
por:

K
et)=—+e ** (A cosw 4t + Bsenwgt
W (31)

S=zw,; Wg = wpy/l- 2?2

En donde las constantes A y B se determinan de
las condiciones iniciales indicadas en la figura
5, 0sea

Parat = 0, €,(0) =e, deé(O) =Xy (32
t

A efectos de simplificar los calculosy aclarar el
significado de la transformacion puntual, se
introduce una hipétesis simplificadora que
consiste en poner A = 0, con lo cual se verifican
las siguientes rel aciones para las constantes K; y
Ko:

A=0p e= b SL_JLgi_r 12 (33)

W n Uy K 2 éUa o

De la ecuacion (33) se deduce el valor de K, y
el valor limite del escal6n de entrada para que la
constante K, sea positiva
K Ya r>e (34)
= ’ >
2 r- ea a

El valor de K se obtiene de la ecuacion:




27w, - 1
Klzzlvz—"; 22w, >1 (35

m

A partir de las ecuaciones (31) y (33) se
determinan los valores de x; =e; Y X, = de/dt:

X
Xl(t):%+ e —20 serw gt (36)
W W

X,(t)=¢e* ge- s Xﬁsenwdt + X 50 COSWdtg
Wd g
(37)
A partir de las ecuaciones (36) y (37) se puede
determinar €l tiempo de vuelo para pasar del
punto (e Xzo) a punto (-e-xzg), tal como se
indicaen lafigura5.Teniendo en cuenta que

X (ta)=-e& X,(t,)=- Xy, (38)
se deducen las siguientes relaciones:

v e

e " asenwyt, = - (39)

20

&XH, + 25€ 0

e e coswyt, =- (40)

& X0 g
Elevando al cuadrado |as ecuaciones (39) y (40)

y sumando se obtiene el término exponencial:

2 2 2
- :J4wde + (X5, + 2s€)

(41)
X 20

Sustituyendo la ecuaciéon (41) en la (40) se
obtiene:
X o, + 2s€

JAwde? + (x5 + 25¢

CoSw gt 5 = (42)

De las ecuaciones (39) y (40) se deduce que
senw  t, <0; cosw,t, <O y por tanto w,t
es un angulo del tercer cuadrante, con lo cual €l
tiempo de vuel o se determina de la ecuacion:

ge (2k- Dp + o
1 +
- Xoq + 2s€ +
ta ‘Egarcos 2 N
§ \/4w§e2+(X2a+2se)2 p

(42)

en donde k puede tomar osvalores k =1,2,3.....

Sustituyendo la ecuacion (42) en las (39) y (40)
se obtienen las ecuaciones de la transformacion
puntual buscada. La forma de operar seria fijar
un conjunto de valores de X,, y obtener los
correspondientes tiempos t, y a partir de la
ecuacion (39) determinar €l correspondiente

vaor de xy. Se puede comprobar que el valor
minimo de Xz viene dado por laexpresion:

T2 (p +arcosz) 2

¢ ho

y que la pendiente de la transformacion puntual

viene dada por:
da. e (@)
dp & 0
¢ Senw yt , - CoSwyt, .
§yL- 27 ;

siendo q = x2ay p = Xgo. Puesto que tanto el
seno como el coseno son negativos, dg/dp sera
positiva para valores pequefios de z, y ademas
para valores grandes del tiempo de vuelo t, la
pendiente tiende hacia cero. Por consiguiente si
la curva de la transformacién puntual (cuyas
ecuaciones paramétricas son las (39) y (40)), no
cortaalarectap = q, €l servosistema evoluciona
hacia un estado de equilibrio sin realizar
oscilaciones, y €l error dependeré de la anchura
de la caracteristica de histéresis del relé. En la
figura 8 se muestra una curva tipica de
transformacién puntual para este caso.

(X 20) min = 2w neexp (43)

4.5¢

N w
2 w o ~

Valor de "q"
N

Valor de "p"

Figura 8 Transformaciones puntuales para
valoresk=1,2, 3. Datos: u;=1,e,=1,r =
2,K;=0.1,K; =1, z=0.055.

Se observa que los resultados obtenidos de la
transformacién puntual a través del célculo
numérico coinciden con los resultados
analiticos. A continuacion se simula €l
servomotor con los datos  anteriores,
obteniéndose un comportamiento regular como
seindicaen lafigura9.
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Figura 9 Respuesta del sistema con
realimentacion de posicién y velocidad. K1
=01,K2=1.

2.2.2 Raicesreales

En este caso son vdlidas las ecuaciones (26),
(27) y (28), aunque se va a demostrar que
existen unos valores maximos para las
constantes de realimentacion Ky y K,. Las raices
de la ecuacion caracteristica de la ecuacion (26)
son:

f1p = -2ZW iwnﬂzz- l=-sztwy (45

siendo el coeficiente de amortiguamiento z > 1.
En este caso, la solucién general de la ecuacion
(26) esdelaforma:

e ()= £2+e'5t (AeW'jt +Be Wd‘) (46)

W

Las constantes A y B se determinan con las
condiciones definidas en la ecuacién (32), con
lo que se abtiene:

K e éXyo+ K s)shwyt +u

X (t)=—+
1 é G
Wﬁ Wq & WdKeCtht 0
(47)
Se-s‘ é(X20+KeS)Stht +U
X, (t)= é at
Wd & WdKeCtht 1]
et é(Xz + K )wgChwyt +a
é 2 0
wy g wgK, chwgt i
(48)
siendo:

K,=e- -+ (49)

e Wn
A partir de las ecuaciones (47) y (48) se puede
determinar el tiempo de vuelo utilizando las
ecuaciones (38), de donde se obtiene:

st (X + K )shw jt +¢
o K, T Lor Koswgt
Wﬁ Wq & WdKeCtht 0

El segundo miembro de la ecuacién (50) es
positivo siempre que K, lo sea, con lo cua la
Unica posibilidad de que se cumpla la igualdad
(50) es que se verifique las siguientes
desigualdades:

1- K,r/u
_e_iz>0p —22/ &se (52)
Whn Whn
e ro
1> K, g2t (52)
g Ua g

para lo cual se ha tenido en cuenta la ecuacion
(27). La forma de operar para obtener las
constantes de realimentacién de posicion y
velocidad seria:

Fijar los valores de uy, €, Ky, tm y €l
valor de la sefia de referencia r. Con
ello se conoce e de la ecuacién (15).
Elegir un valor de K, que verifique la
desigualdad (52).

Calcular w, y K; de las ecuaciones (27)
paralo cual es necesario fijar z > 1, ta
que se cumpla:

z> >1 (53)
n
Por consiguiente, tomando:
K =-e-~520 (59
wi

las ecuaciones (47) y (48) para €l tiempo de
vuelo t, se pueden escribir delaforma:

5(X 5o + K _s)shw t +0
e-stag( 20 e ) d H: KWWd (55)
& wgK chwgyt i}

aé(xzo‘“KeS)WdCh’th o
e, a=Kys - XpaWy
8 wgK shwgt g

(56)

- st

Para un conjunto de valores dados de x,o = p de
la ecuacién (55) se determinan los tiempos de
vuelo t, y de la ecuacién (56) se calculan los
correspondientes valores de X, = g, con lo cual
se puede representar la transformacion puntual
tal como se muestraen lafigura 10.



En lafigura 11 se apreciala discontinuidad de la
derivada de;(t)/dt en los puntos de conmutacion
0.216 : : T T del relé.

0.2159

0.2158F

3 OSCILACIONES CAOTICAS
DEL SERVOMOTOR

=2

92156 La investigacién del comportamiento caético
s estd basado en € método de las
20.2155 transformaciones puntuales. De acuerdo con €l

andlisis realizado en el apartado 2.2.1, se ha
visto que es posible obtener distintas ramas de
la transformacién puntual para diferentes
valores de k, que en reaidad pueden
considerarse equivalentes en el sentido de que
pertenecen a la misma curva de transformacion.
Si estas ramas cortaran a la recta g = p con
pendiente mayor que la unidad, €l sistema
tendria infinitos puntos de corte todos ellos
inestables. Si ademés los puntos de corte se
presentan a valores cada vez méas pequefios de p
y g, se tendria un sistema con comportamiento
acotado, pero irregular, ya que por hipotesis en
. ) cada punto de corte el sistema es inestable, de
En la flggrg e gprecia que la curva de forma que en los sucesivos tiempos de vuelo al
transformacion corta a la recta g = p con pasar de la zona “a’ ala“b’ de lafigura 5, e

pendiente menor que |a unidad y por tanto el comportamiento del sistema seria impredecible.
comportamiento del sistema sera auto OSC":"‘”Fe- Se llega asi a una situacion en la que a priori se
En la figura 11 se muestra e ciclo limite dan todos los condicionamientos para que
asociado alavariable de error y su derivada. aparezca comportamiento cadtico.
Puesto que la transformacién puntual debe ser
ta que el servomotor sea de alguna forma

0.2154F

0.2153F

0.2152

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Valor de "p"

Figura 10 Transformacién puntual con raices
redles.K; =328, K, =1, u3=1,e,=1,r=1,
Kmn=0.1,t,=10,z=1.05.

inestable, se cambia la estructura de la ecuacion
01 i (25), tomandor =0y K; <0, lo cual equivale a
una realimentacion positiva de velocidad.
0.08} . Ademés se supone que KK, > 1, con lo cual la
0osl | ecuacion (25) se transforma en:
§0.04- . d%e d u(e
o l‘(Kle'l)_el"'KZKmtmel:'ﬁ
T ot ? ck u
T 0.02} ] a
g | (57)
z O ] Introduciendo la nomenclatura:
5]
D—0.02- e
u(e
004t i KnKy- 1= 22w 0; wi = KoK it o fjl)=U1(el)
a
-0.06F 8 (58)
La solucion general de la ecuacion (57) con
R TR 05 0 05 1 15 uy(€) =- 1 esdelaforma
Errorel(t) 1
e t)=— +e (A cosw 4t + Bsenw 4t) (59)
Whn
Figura 11 Comportamiento auto oscilante siendo:
en el plano defases. ro =zwntjwn1’1— 22 =sjwy (60)

En la ecuacion (59) se hace la hipétesis A = 0,
con lo cual teniendo en cuenta las condiciones



iniciales definidas en (32), se obtiene las
siguientes ecuaciones:

2

e, )= i+ e Lsenwdt (61)
W Wy

denV) P e (ssenw gyt +wy COsw gyt ) (62)
dt wy
siendop =xzy e=1/w?2. El tiempo de vuelo

desde x5 = p hasta —x,, = -q se obtiene de las
ecuaciones (38), (61) y (62), con lo cua se
deduce:

easenw,t, =- —4 (63)
P
- g=—¢e"2(ssenwyt , +wqy COSW4t ,) (64)

Wy
De las ecuaciones (63) (64) se deduce:

« \/4e2W§ + (2es - q)2
e¥a =
p

y teniendo en cuenta las ecuaciones (63), (64) y
(65) se obtiene:

(65)

cosw 4t , = 2s - g (66)

: J4e2W§ +(2s - q)?
Al ser el tiempo de vuelo positivo, el coseno del
angulo w4t 5 es positivo, y teniendo en cuenta la
ecuacion (63) el seno de wyt, debe ser negativo,
por lo que e angulo pertenece al cuarto
cuadrante, de donde se deduce la expresion
general del tiempo de vuel o dada por:

1@ \

t, =——2pk - ar cos
Vi §
e

u
2s - Q p
4e’wj +(2es - q)° &
(67)
en donde k = 1,2,3.....Dando valores a q, para
cada valor de k se obtienen los tiempos de
vuelo, y a partir de la ecuacion (63) se
determinan valores de p correspondientes a cada
g. En la figura 12 se muestran las diferentes
ramas de la transformacion puntual y como
cortan a larecta q = p con pendiente superior a
uno, dando lugar a infinitos puntos inestables a
valores cada vez mas pequefiosde py g. En |
figura 13 se muestra la posicion del eje del
servomotor para dos condiciones iniciales muy
préximas, mostrando que existe un fuerte
dependencia sensible, 1o cua es indicador de
comportamiento cadtico [6]. Cambiando los
valores de los parametros del servomotor y/o del
relé es posible obtener una familia de atractores
extrafios muy particular, ya que e
comportamiento caético aparece ligado a la

estructura del sistema, sin que se le aplique
ningun tipo de perturbacién exterior.

2 T T T

1.8} e
da/dp > 1/
1.6} 4
q=p
1.4} 4
P
= 1.2t 4
&
S k=5 k=4 k=3 k=2 K=1 4
S ;7
So.s} 1,'! ; “,! $ 4
06 I; j{‘ / ] ]
R R I 7 B ]
o A '
0 $ 8 £ 4 1 1
0 0.5 1 1.5
Valor de "p"
Figura 12 Transformacion  puntual
asociada al comportamiento cadtico. u, =
1,e=025 Knh=14t,=1,2z=005 w, =
2, Kl = 1.2, K2 =4,
1 .
xin1 = [0.25 0.005]
o8} \
06F
0.4 Il
3
§ 0.2
3
o 0
()
o
502
2
<
-0.4}
0.6
-0.8f .
xin2 = xinl + 1e-6.xinl
-1 1 1 1
0 50 100 150

Tiempo adimensional t

Figura 13 Dependencia sensible. Error en
las condicionesiniciales de 10°°.

La figura 13 muestra la fuerte dependencia
sensible en la posicion angular del ege del
servomotor, cuando se simula el sistema con
dos condiciones iniciales que difieren en un
error 5000 veces més pequefio que el intervalo
de simulacidn (0.005 segundos adimensionales).
La figura 14 muestra € atractor extrafio en el
espacio de fases.
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Figura 14 Atractor extrafio con dos centros
de atraccion.

Son posibles otros tipos de atractores variando
los valores de las constantes del servomotor y
del relé, tal como el indicado en lafigura 15.

0.8 T T T T T T T
Condicion inicial inestable

Derivada del eror
< o o o o
» N o N N (2]

)
o

Errore(t)

Figura 15 Atractor extrafio obtenido con:
Uz=1,e, =025 Ky,=011t,=1,2z =
0.05, w, =2, K; =11.2, K, =40.

Se observa que el sistema parte de un punto
inicial inestable y acaba en un atractor extrafio
con forma anular y del que el sistemayano sale
nunca. En este caso no existen centros de
atraccion.

4 CONCLUSIONES

En este trabajo se comprueba que es posible
predecir el comportamiento del sistema, sin
realizar ninguin tipo de aproximacién, utilizando
el método de las transformaciones puntuales. Se
determinan las condiciones que dan lugar a
comportamiento regular y auto oscilatorio con 'y
sin realimentacion de posicién y velocidad. Se
comprueba que es posible la existencia de
transformaciones puntuales con infinitos puntos
de corte alarecta g = p, los cuales pueden ser
estables o inestables dependiendo del valor
absoluto de la pendiente en el punto de corte. Si
no existen puntos de corte de la transformacion
puntual con larecta q = p, se comprueba que la
realimentacion de posicion y velocidad fija unos
valores méximos a las constantes de
realimentacion tales que el sistema deja de ser
auto oscilante. Bajo determinadas condiciones
se comprueba que el servomotor puede
presentar oscilaciones cadticas sin la influencia
de perturbaciones externas periddicas. El
método de andlisis propuesto puede extenderse
a otros tipos de sistemas lineales a trozos, los
cuales tienen la ventaja de que en las diferentes
zonas de espacio de fases puede obtenerse una
solucién analitica.
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